
Мінімальна поверхня
В математиці , мінімальна поверхня є поверхнею , яка локально мінімізує його площа. Це еквівалентно наявності нульової середньої кривизни (див.

Визначення нижче).

Термін "мінімальна поверхня" використовується тому, що ці поверхні спочатку виникли як поверхні, що мінімізували загальну площу поверхні, що

підлягає деякому обмеженню. Фізичні моделі мінімізації поверхонь з мінімальними поверхнями можна виготовити шляхом занурення дротяного

каркаса в мильний розчин, утворюючи мильну плівку , яка є мінімальною поверхнею, межею якої є дротяний каркас. Однак термін використовується

для більш загальних поверхонь, які можуть самостійно перетинатися або не мати обмежень. Для даного обмеження може також існувати кілька

мінімальних поверхонь з різними площами (наприклад, див. Мінімальну обертівку поверхні ): стандартні визначення стосуються лише локального

оптимуму , а не глобального оптимуму .
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Мінімальні поверхні можна визначити кількома рівнозначними способами в R 
3
 . Той факт, що вони є рівнозначними, служить для демонстрації

того, як мінімальна теорія поверхні лежить на перехресті кількох математичних дисциплін, особливо диференціальної геометрії , обчислення

варіацій , теорії потенціалів , комплексного аналізу та математичної фізики . [1]

Локальне визначення найменшої площі : Поверхня M ⊂ R 
3
 мінімальна тоді і лише тоді, коли кожна точка p ∈ M має сусідство з найменшою

площею відносно її межі.

Ця властивість є локальною: можуть існувати інші поверхні, які мінімізують площу краще за допомогою тієї самої глобальної межі.

Варіаційне визначення : Поверхня M ⊂ R 
3
 мінімальна тоді і лише тоді, коли вона є критичною точкою області, функціональної для всіх компактно

підтримуваних варіацій .

Це визначення робить мінімальні поверхні двовимірним аналогом геодезики .

Визначення плівкової мильної плівки : Поверхня M ⊂ R 
3
 мінімальна тоді і лише тоді, коли кожна точка p ∈ M має сусідство D 

p,
 яке дорівнює

унікальній ідеалізованій мильній плівці з межею ∂ D 
p

За рівнянням Юнга-Лапласа кривизна мильної плівки пропорційна різниці тисків між сторонами: якщо він дорівнює нулю, то мембрана має

нульову середню кривизну. Сферичні бульбашки не є мінімальними поверхнями згідно з цим визначенням: хоча вони мінімізують загальну

площу з обмеженням внутрішнього об'єму, вони мають позитивний тиск.

Середнє визначення кривизни : Поверхня M ⊂ R 
3
 мінімальна тоді і лише тоді, коли її середня кривизна збігається однаково.

Прямим наслідком цього визначення є те, що кожна точка на поверхні є точкою сідла з рівними та протилежними головними кривизнами .

Визначення диференціального рівняння : Поверхня M ⊂ R 
3
 мінімальна тоді і лише тоді, коли вона може бути локально виражена у вигляді графіка

рішення

Парціальний диференціальне рівняння в цьому визначенні спочатку був знайдений в 1762 році Лагранжа , [2] і Жан Батист Меньє виявив в 1776 ,

що має на увазі зникаючу середню кривизну. [3]

Визначення енергії : конформне занурення X : M → R 
3
 є мінімальним тоді і лише тоді, коли це критична точка енергії Діріхле для всіх компактно

підтримуваних варіацій, або рівнозначно, якщо будь-яка точка p ∈ M має сусідство з найменшою енергією відносно її межа.

Це визначення пов'язує мінімальні поверхні з гармонічними функціями та теорією потенціалів .

Гармонійне визначення : якщо Х = ( х 
1
 , х 

2
 , х 

3
 ): М → R 

3
 являє собою ізометричне занурення з ріманової поверхні в 3-простір, то Х називаються мінімальним , коли х 

я
 є гармонійної

функцією на М для кожного i .

Прямим наслідком цього визначення та принципу максимальності для гармонічних функцій є те, що в R 
3
 немає компактних повних мінімальних поверхонь .

Визначення карти Гаусса : Поверхня M ⊂ R 
3
 мінімальна тоді і лише тоді, коли її стереографічно спроектована карта Гаусса g : M → C ∪ {∞} є мемоморфною по відношенню до основної

структури поверхні Рімана , а M не є частинкою сфери .

Це визначення використовує , що середня кривизна дорівнює половина сліду від оператора форми , яка пов'язана з похідним відображенням Гаусса. Якщо проектована карта Гаусса

підкоряється рівнянням Коші-Рімана, то або слід зникає, або кожна точка М є пупковою , і в цьому випадку вона є частинкою сфери.

Визначення середнього викривлення потоку : Мінімальні поверхні є критичними точками для середнього викривлення . [4]

Найменша локальна та варіаційна дефініція дозволяють поширювати мінімальні поверхні на інші риманові багатовиди, ніж R 
3
 .

Гелікоїда мінімальна
поверхня утворена за мильну
плівку на спіральної рамі

Зміст

Визначення

Сідлова вежа мінімальна поверхня.
Хоча будь-яка невелика зміна
поверхні збільшує її площу, існують
й інші поверхні з однаковою межею
з меншою загальною площею.

Мінімальні площини кривизни
поверхні. На мінімальній поверхні
кривизна уздовж основних площин
кривизни є рівною та протилежною
у кожній точці. Це робить середню
кривизну нульовою.
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Теорія мінімальної поверхні бере свій початок із Лагранжа, який у 1762 р. Розглядав варіативну проблему знаходження поверхні z = z ( x , y ) найменшої площі, розтягнутої по заданому

замкнутому контуру. Він отримав рівняння Ейлера-Лагранжа для рішення

Йому не вдалося знайти жодного рішення поза площиною. У 1776 р. Жан Батіст Марі Месньє виявив, що гелікоїд і катеноїд задовольняють рівнянню і що диференціальний вираз

відповідає двократному середньому викривленню поверхні, роблячи висновок, що поверхні з нульовою середньою кривизною є мінімізацією площі.

Розширивши рівняння Лагранжа до

Гаспард Монж та Лежандр у 1795 р. Вивели формули подання для поверхонь розчину. Хоча Генріх Шерк в 1830 році їх успішно використовував для отримання його поверхонь , вони, як

правило, вважалися практично непридатними. Каталонський доведено в 1842/43 , що гелікоїда є єдиним правили мінімальної поверхнею.

Прогрес був досить повільним до середини століття, коли проблема Бьорлінга вирішувалася за допомогою складних методів. Почався «перший золотий вік» мінімальних поверхонь.

Шварц знайшов рішення проблеми плато для регулярного чотирикутника в 1865 році і для загального чотирикутника в 1867 році (що дозволяє побудувати його періодичні сімейства

поверхонь ), використовуючи складні методи. Вейерштрасса і Еннепер розробили більш корисні формули уявлень , міцно пов'язуючи мінімальні поверхні для комплексного аналізу і

гармонійних функцій. Інші важливі внески надійшли від Белтрамі, Бонне, Дарбу, Лі, Римана, Серре та Вайнгартена.

Між 1925 і 1950 роками відновилася мінімальна теорія поверхні, в основному орієнтована на непараметричні мінімальні поверхні. Повне вирішення проблеми плато Джессі Дугласа та

Тібора Радо стало важливою віхою. Проблема Бернштейна та робота Роберта Оссермана на повних мінімальних поверхнях кінцевої сумарної кривизни також були важливими.

Ще одне відродження почалося у 1980-х роках. Однією з причин стало відкриття в 1982 році Сельсо Костою поверхні, яка спростувала здогадки, що площина, катеноїд та гелікоїд є

єдиними повноцінними вбудованими мінімальними поверхнями в R 
3
 кінцевого топологічного типу. Це не тільки стимулювало нову роботу з використання старих параметричних

методів, але й продемонструвало важливість комп'ютерної графіки для візуалізації досліджуваних поверхонь та чисельних методів для вирішення "задачі періоду" (при використанні

методу спряженої поверхні для визначення поверхневих патчів, які можуть бути зібрані в більшу симетричну поверхню, для отримання вбудованої поверхні потрібно численні

відповідність певних параметрів). Ще однією причиною стала перевірка Х. Карчером того, щопотрійні періодичні мінімальні поверхні, спочатку емпірично описані Аланом Шоен у 1970

році, насправді існують. Це призвело до багатого керування поверхнями сімейства поверхонь та способів отримання нових поверхонь із старих, наприклад, додаючи ручки або

спотворюючи їх.

В даний час в теорії мінімальних поверхонь урізноманітнив до мінімальних одмногообразій інших зовнішніх геометрій, стає ставлення до математичної фізики (наприклад, позитивна

маса гіпотези , то гіпотеза Пенроуза ) і три-різноманіття геометрії (наприклад, гіпотеза Сміт , то гіпотеза Пуанкаре , то Терстон Геометризация Концепція ).

Класичні приклади мінімальних поверхонь включають:

площину , яка є тривіальним випадком

катеноїди : мінімальні поверхні, зроблені обертанням одного каналу один раз навколо його прямої лінії

гелікоїди : поверхня змітається лінією, що обертається з рівномірною швидкістю навколо осі, перпендикулярної до лінії, і одночасно рухається по осі з
рівномірною швидкістю

Поверхні золотого століття 19 століття включають:

Мінімальні поверхні Шварца : потрійні періодичні поверхні, що заповнюють R 
3

Мінімальна поверхня Рімана : Посмертно описана періодична поверхня

поверхню Еннепера

поверхню Henneberg : перша неоріентіруемая мінімальна поверхню

Мінімальна поверхня Бура

Сучасні поверхні включають:

Gyroid : Одна з поверхонь 1970 Шоен, в трикратно періодична поверхню , являє особливий інтерес для жидкокристаллической структури

Сідло вежі сім'я: узагальнення другий поверхні Шеркі в

Мінімальна поверхня Кости : знаменита гіпотеза. Описаний у 1982 році Сельсо Костою, а пізніше візуалізував Джим Гофман . Потім Джим Гофман, Девід Гофман та Вільям Мікс III розширили
визначення, щоб створити сімейство поверхонь з різною обертальною симетрією.

поверхню Чен-Gackstatter сім'ї, додаючи ручки до поверхні Еннепера.

Мінімальні поверхні можуть бути визначені в інших різновидах, ніж R 
3
 , таких як гіперболічний простір , простори більш високих розмірів або риманові колектори .

Визначення мінімальних поверхонь може бути узагальнені / продовжено до постійної середньої кривизни поверхні : поверхні з постійною середньою кривизною, які не потребують в

рівному нулі.

У дискретній диференціальній геометрії вивчаються дискретні мінімальні поверхні: спрощені комплекси трикутників, які мінімізують їх площу під невеликими збуреннями їх

вершинних положень. [5] Такі дискреції часто використовуються для наближення мінімальних поверхонь чисельно, навіть якщо невідомі вирази закритої форми.

Рух Брауна на мінімальній поверхні призводить до імовірнісних доказів декількох теорем на мінімальних поверхнях. [6]

Мінімальні поверхні стали областю інтенсивного наукового вивчення, особливо в галузях молекулярної інженерії та матеріалознавства , завдяки передбачуваному їх застосуванню при

самостійному складанні складних матеріалів. ендоплазматичнийретикулум , важлива структура в клітинної біології, пропонується перебувати під тиском еволюційного , щоб

відповідати нетривіальною мінімальної поверхні [7] .

Мінімальні поверхні відіграють певну роль у загальній відносності . Відомий горизонт (трохи зовнішня захоплена поверхню) є мінімальною гіперповерхні, пов'язуючи теорію чорних дір

до мінімальних поверхонь і проблеми Плато . [8] [9]

Мінімальні поверхні є частиною генеративної панелі інструментів дизайну, яку використовують сучасні дизайнери. В архітектурі був великий інтерес до розтяжних конструкцій , тісно

пов'язаних з мінімальними поверхнями. Відомий приклад є Olympiapark в Münich від Фрея Отто , натхненний мильних поверхонь.
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